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äàååùî ìëìù úøîåàä (åìà ÷øå 0, 1,+, · íä äéòåá÷ù) úåãùä úøåú úôùá äçñåð áåúë .à111
.ïåøúô ùé ,2 ÷åéãá äúìòîù äàååùîì øîåìë ,úéòåáéø

∀a∀b∀c∃x(a 6= 0 → a · x · x + b · x + c = 0) ïä øúåéá úåèåùôä äáåùúä
ïéàå ,øúåé ÷ã÷ãì íéöåø íà . ∀a(a 6= 0 → ∀b∀c∃x(a · x · x + b · x + c = 0)) -å
,ìùîì ,íéáúåëå íéøâåñ íéôéñåî ïëìå úåéîå÷î-åã åä ·-å + úåìåòôäù áì íéîù ,éðåéç äæ

.∀a∀b∀c∃x(a 6= 0 → ((a · (x · x) + b · x) + c = 0)
æà 0 àåä x2 ìù íã÷îä íàå ,2 ÷åéãá äúìòîù äàååùîá øáåãî éë óñåð a 6= 0 → òè÷ä

.2-î äðè÷ äàååùîä úìòî
,íéúîåëî àì íéðúùî úøàùä ,úåàîâåãáù åìàî íéðåù íéúîëá ùåîéùä :ïä úåøåîç úåàéâù
.a 6= 0 éøçà → -á íå÷îá ∨ åà ∧ øù÷á ùåîéùå ,íéøçàä íéúîëä éðôì ∃x úîëä úîã÷ä

ìë ïëìå ,÷åñô úåéäì úáééç äðúùî øáéà ìù äðåëú úðúåð äðéàå éììë åäùî úøîåàä äçñåð
.íéúîåëî úåéäì íéáééç äçñåðá íéðúùîä

.ä÷æçä úìåòôì ïîéñ ïéà ÷åñôä úà áåúëì ùé äá äôùá éë úåòè àåä x2-á ùåîéùä

.úéáåéçä úåòéøëä âùåî úà øãâä (i) .á
.úéáåéç òéøë àåä íâ úéáåéç úåòéøë úåöåá÷ éúù ìù ãåçàù çëåä (ii)

÷ø ,äæ ÷ìçá øáã çéëåú ìà) ?úéáåéç äòéøë àéä úéáåéç äòéøë äöåá÷ ìù äîéìùîä íàä (iii)
.(äæ ïéðòì íéòâåðä íéèôùî èèö

φ ∈ A ,φ úæåøçî ìëìù êë R òéøë ñçé íéé÷ íà úéáåéç äòéøë àéä A úåæåøçî úöåá÷ (i)
.R(φ, ψ) íéé÷úîù êë ψ úæåøçî úîéé÷ ííà

ñçé íéé÷ íà úéáåéç äòéøë àéä A-ù äøãâäá äúééä úàæ äìàùì äáåùúá äöåôðä äàéâùä
äéåâù äøãâä éôì .R(φ, ψ) íéé÷ ííà φ ∈ A ,φ úæåøçî ìëìù êë ψ úæåøçî úîéé÷å R òéøë
ïøåáòù φ úåæåøçîä úöåá÷ äòåá÷ ψ úæåøçî øåáò éë äòéøë àéä úéáåéç äòéøë äöåá÷ ìë úàæ
íà äìàùì äáåùú ïúåð R úà áùçîä íúéøåâìàä φ úæåøçî ìëì éë äòéøë àéä R(φ, ψ) íéé÷

.R(φ, ψ) íéé÷
φ úæåøçî ìëìù êë R2-å R1 íéòéøë íéñçé íéîéé÷ æà .úéáåéç úåòéøë úåöåá÷ B-å A åéäé (ii)
êë ψ úæåøçî úîéé÷ ííà φ ∈ B -å ,R1(φ, ψ) íéé÷úîù êë ψ úæåøçî úîéé÷ ííà φ ∈ A

íä éë ,äæî äæ íéðåù ììë êøãá íä R2-å R1 íéñçéäù êëì áì íéùì ùé) .R2(φ, ψ) íéé÷úîù
.(úåðåù ïä B-å A úåöåá÷ä íà íéðåù úåéäì íéáééç

. R2(φ, ψ) åà R1(φ, ψ) íéé÷ ííà R(φ, ψ) íéé÷ éë òá÷ðù é"ò R ùãç éîå÷î åã ñçé øéãâð
φ úæåøçî ìëì ,úòë .R2-å R1 íéòéøëä íéñçéä éðù ìù ãåçéà àåäù íåùî òéøë ñçé àåä R

íéé÷
φ ∈ A ∪B

φ ∈ B åà φ ∈ A ííà
,R2(φ, ψ) íéé÷úîù êë ψ íéé÷ù åà R1(φ, ψ) íéé÷ù êë ψ íéé÷ ííà

R2(φ, ψ) åà R1(φ, ψ) íéé÷ù êë ψ íéé÷ ííà øîåìë
.R(φ, ψ) íéé÷ù êë ψ íéé÷ ííà øîåìë



ïëìå ,R(φ, ψ) íéé÷ ííà φ ∈ A∪B -ù íéé÷ φ úæåøçî ìëì éëå òéøë ñçé àåä R-ù åðéàø êë
.úéáåéç äòéøë A ∪B äöåá÷ä

.úéáåéç äòéøë àéä A éäú .úéáåéç äòéøë çøëäá äððéà úéáåéç äòéøë äöåá÷ ìù äîéìùî (iii)
úåöåá÷ ùéå) äòéøë äððéà A íà .äòéøë àéä äúîéìùî íâ éë øåøá æà äòéøë àéä A íà
øåàì úéáåéç äòéøë äððéà äúîéìùî æà (äøéöòä úöåá÷ ïåâë ,úåòéøë ïðéàù úéáåéç úåòéøë

.äòéøë àéä äöåá÷ä æà úéáåéç úåòéøë ïäéúù äúîéìùîå äöåá÷ íàù øîåàä èôùîä

íéé÷îä ãçà x ÷åéãá íéé÷ù "øîåà" ∃!xφ -ù êë ∃!x úîë ïåéååéù íò íéñçéä áéùçúì óéñåð .â
. φ úà

.äæ úîëì íéàúîä äçñåð ìù úîàä úøãâäá òè÷ä úà áåúë (i)
äæ úîëá ùåîéù àìì áåúë .∃! úîëä úà äìéëî äðéàù íéñçéä áéùçúá äçñåð φ éäú (ii)

.úåìé÷ùä ìù úèøåôî äçëåäá êøåö ïéà .∃!xφ -ì äìå÷ùä äçñåð

àéä øúåéá äøåøáäå äèåùôä äáåùúä (i)
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íå÷îá min...t¬(. . .) -å ,min( , ) íå÷îá t∧( , ) íâ áåúëì øùôà ïéîé éôâàáå)
äðåùàøä êøãä ïî äôå÷ù úåçô äáøä àéä éë úàæ êøãá úëìì õìîåî àì íìåà (t¬(max... . . .)
.àì åà äðåëð àéä äæ âåñî äáåùú íà ÷åãáì äù÷å .äá úåòèì ãåàî ì÷ ,äá åðëìäù
äøãâäì ìéá÷îá ,åðùîúùä íéñçéä áéùçú ìù úîàä úøãâäá A(∃xφ)[s] úà åðøãâä øùàë
äøãâä íéëøöä ïî ÷ìçìù íåùî ÷ø úàæ åðéùò .maxa∈A A(φ)

[(x
a

)]
äøãâäá íâ ,"úéìåìéî"ä

éçëåðä äø÷îá .úéìåìéîä äøãâää ïî ú÷ééåãî øúåé àéäù åðáùçù íåùî àìå ãåàî äçåð úàæ
.úéìåìéîä äøãâää ïî çåð úåçô äáøä àåä max-á ùåîéùä

êåúá íìåòä ìù øáéà áéöäì øùôà éà éë ,a ∈ A øùàë φ(a) âåñî íééåèéáá ùîúùäì ïéà
úåàèáúäáë åá ùîúùäì øùôà íéîééåñî íéøù÷äáù ," φ úà íéé÷î a " éåèéáä íâ .äçñåð

.äçñåð ìù úîàä úøãâä ìù áìùá ïàë íå÷îá åððéà ,äçåð

ìù ìãåîä åäîå ,äæ õòì ùé íéôðò äîë .∀x∃yR(x, y) ÷åñôä ìù úîàä õò ìù àìî øåàú ïú .ã
?óðò ìëî ìá÷úîä äæ ÷åñô

äæ ÷åñôù íåùî éìàéáéøè äæ éë ,∀x∃yR(x, y) ÷åñôì ìãåî àåöîì äðéà úàæ äìàù úøèî
úåàøì àéä äìàùá äøèîä .A éøáéà ìù úåâåæä ìëì íéé÷ RA ñçéä åá A äðáî ìëá éúéîà
åððéà úîàä õò úåèùô øåàì .äæ èåùô äø÷îá åðîî úåøéùé ìá÷úîä äðáîä úàå úîàä õò úà
úöåá÷ìùå éôåñðéà óðò ùé úîàä õòìù úòãì éãë íéøçà íéèôùîìå âéð÷ ìù äîìì íé÷å÷æ

.ìãåî ùé óðòá íé÷åñôä
ci íéòåá÷ä úôñåä é"ò äúåà íéøéùòî éðàå ,R ñçéä òåá÷ úà ÷ø äìéëî äæ äø÷îá äôùä
÷åéãá íä úàæ äôùá íéòåá÷ä íöòä úåîù ,äìåòô éðîéñ úàæ äôùá ïéàù ïååéëî .i ∈ ω -ì
åðà äééðî úá àéä ïàë äôùäù ïååéëîå ,êëî íìòúäì íéìåëé åðà ìáà ,ci íééùéàä íéòåá÷ä

íä ùîúùð íäá úîàä õò éììë .i ∈ ω øåáò di-á íéòåá÷ä íöòä úåîù úà ïîñì íéìåëé
. . . , φ(dk),∀xφ(x)

|
. . . , ∀xφ(x), . . .



íâå .åéúåáàáå ïåúçúä úîåöá òéôåî åðéà φ(dk) ÷åñôäù êë éìîéðéîä øôñîä àåä k-ù ïëéä
. . . , φ(ck)

|
. . . , ∃xφ(x), . . .

.åéúåáàáå ïåúçúä úîåöá òéôåî åðéà ck éùéàä òåá÷äù êë éìîéðéîä øôñîä àåä k-ù ïëéä
ïä õòä úåâäðúä úà úåàøäì éãë úå÷éôñîä ,úîàä õòá úåðåùàøä úåîå÷ä ùîç

...
|

R(d1, ck1),R(d2, ck2), ∀x∃yR(x, y)
|

R(d1, ck1), ∃yR(d2, y), ∀x∃yR(x, y)
|

∀x∃yR(x, y),R(d1, ck1)
|

∃yR(d1, y),∀x∃yR(x, y)
|

∀x∃yR(x, y)
.ì"ðë íä dki

-å ci-ù ïëéä
åáå ãéçé úîåö úìòá àéä úîàä õò ìù 2i-ä äîå÷ä i ≥ 1 øåáò éë äéö÷åãðéàá çéëåäì ì÷
õò ìù 2i+1-ä äîå÷äå R(d1, ck1), . . . ,R(di−1, cki−1), ∃yR(di, y), ∀x∃yR(x, y) íé÷åñôä

.R(d1, ck1), . . . ,R(di, cki
), ∀x∃yR(x, y) íé÷åñôä åáå ãéçé úîåö úìòá àéä àéä úîàä

åîìåò úîàä õò ìù åäùìë óðòî ìá÷úîä äðáîä .ãéçé óðò ìòá àåä úîàä õò éë åðéàø êë
íé÷åñôä é"ò òá÷ð äæ äðáîá RA ñçéä .{di | i ∈ ω} íéòåá÷ä íöòä úåîù ìë úöåá÷ àåä
R(d, d′) = F -å i ∈ ω -ì RA(di, cki

) = T é"ò òá÷ð àåä ïëìå óðòá íéòéôåîä íééîåèàä
.åìà úåâåæî äðåùä íéòåá÷ íöò úåîù ìù d, d′ âåæ ìëì

øùôà æàå c1, c2, . . . íä éçëåðä äø÷îáä íéãéçéä íéòåá÷ä íöòä úåîùù áì íéùì øùôà
A = {ci | i ∈ ω} àåä óðòä ïî ìá÷úîä ìãåîä ìù åîìåò êë .ki = i + 1 -å di = ci òåá÷ì

.j = i + 1 ííà RA(ci, cj) = T é"ò ïåúð äðáîä ìù ñçéäå

.íéñçéä áéùçú ìù äçñåðá íéúîåëî íéðúùî ìù äôìçää úà øãâä .à .222
ìù úîàä êøò ìò äòéôùî úàæ äôìçä ãöéë äìàùä ìò äðåòä èôùîä úà çëåäå çñð .á

.äçñåðä

èôùîä .9.29-á úøãâåî äôìçää .øúàá 'è ÷øôá äðåãð íéúîåëîä íéðúùîä ìù äôìçää
úîàä êøò ìò äòéôùî äðéà äçñåðá íéúîåëîä íéðúùîä úôìçä íéîééåñî íéàðúáù øîåàä

.9.31 àåä äìù
éèðîñä èôùîá ïëì .íéøçà íéðúùî íå÷îá íéðúùî úáöäá ùåîéù äùòð äôìçää úøãâäá
êøãá äùòéé äæ ùåîéùù ãéô÷äì ùé .äáöää ìù éèðîñä èôùîá ùåîéù äùòð äôìçää ìò
.íéøçàä íéðúùîä øåáò äáöäì íéøùë íéáéöî íúåà íéðúùîäù øéëæäì ùé øúéä ïéá .äðåëðä

.9.30-á çëåî äæ øáã

-øåîåæéà åîë àåä íæéôøåîåîåä) äðáî ìò äðáîî íæéôøåîåîåä àéä H äéö÷ðåô éúî øãâä .à .333
.(úéëøò ãç ãç äðéà H-ù äæì èøô ,íæéô

ùøôúîä ≈ ïåéååéùä ïîéñ úà äìéëî äôùä øùàë H íæéôøåîåîåää íéé÷î óñåð éàðú äæéà .á



?úåäæä ñçéë íéðáîä éðùá
.(íæéôøåîåæéàä èôùî ìù úéãééîä äììëää àåäù) íæéôøåîåîåää èôùî úà çëåäå çñð .â

ïåø÷ò äì àø÷ðù ,íéáúåë åðàù äîá úåððåáúä êøã ìò òéáöð úàæ äìàù ìò úåðòì ùâéðù éðôì
:íéðåù íéâåñ äùéîçî íä íé÷ñåò åðà íúéà íééñéñáä íéîöòä éçëåðä äø÷îá .úåëééúùää
-òåô íé÷ñåò åðà íúéà ñçéå äéö÷ðåô ìë .úîà éëøòå úåàçñåð ,íöò úåîù ,B éøáéà ,A éøáéà
ïåøúôá ãåàî úåöåôð úåéåòè .íééåñî âåñî íéëøò íéðúåðå íééåñî âåñî íéîöò ìò ììë êøãá íéì
íéëééù íðéàù íéîöò ìò íéñçéå úåìåòô úìòôäá ïøå÷î íéøçà íéáø úåîå÷îáå úàæ äìàù
-øåîåîåää .úåàîâåã øôñî äúò äàøðå ,úåðåù úåöåá÷î íéîöò úàååùäáå äîéàúîä äöåá÷ì
-éâì éåèéá àåä H(a) a ∈ A øåáò ,ïëì .B éøáéà íä åéëøòå A éøáéà ìò ìòåô H íæéô
φ äçñåðì øãâåî åðéà H(φ) ,t íöò íùì øãâåî åðéà H(t) ,éðù ãöî .B ìù øáéà àåäå éîéè
a, b ∈ A -å x, y íéðúùîì êë .úîà éëøò ìò úìòåô äðéà H éë øãâåî åðéà H(RA(a1, a2)) -å
êøò àåä a ≈A b -å ,(ñçé åðéàå ñçé ïîéñ àåä ≈ éë) øãâåî àì a ≈ b -å äçñåð àéä x ≈ y

.øãâåî åðéà x ≈A y åìéàå (A ìò ñçé àåä ≈A éë) úîà
äéö÷ðåô àéä H íà B-ì A-î íæéôøåîåîåä úàø÷ð H .L äôù äúåàì íéðáî B-å A åéäé .à

.íéàáä íéàðúä úà úîéé÷îä B ìò A-î
a1, . . . , an ∈ A ìëìå ,L-á R éîå÷î-n ñçé òåá÷ ìëì ,n ≥ 1 ìëì (i)

RB(H(a1), . . . , H(an)) = RA(a1, . . . , an)
,A éøáéà ìò ìòåô åðéàå B ìò ñçé àåä RB éë RB(a1, . . . , an) áåúëì ïåëð àì äæù øéòð)
ìò ìòåô åðéà H éë RB(H(a1), . . . , H(an)) = H(RA(a1, . . . , an)) ùåøãì ïåëð àì íâ äæå

.(úîà êøò àåäù RA(a1, . . . , an)
H(cA) = cB L ìù c éùéà òåá÷ ìëì (ii)

.(cB ∈ B -å cA ∈ A éë cA = cB ïëúé àì)
a1, . . . , an ∈ A ìëìå ,L-á G éîå÷î-n äìåòô òåá÷ ìëì ,n ≥ 1 ìëì (iii)

GB(H(a1), . . . , H(an)) = H(GA(a1, . . . , an))
ìàîù óâàå A-á àåä ïéîé óâà éë GB(H(a1), . . . ,H(an)) = GA(a1, . . . , an) ïëúé àì)

.(B-á
ííà ≈B (H(a1), H(a2)) = T ,a1, a2 ∈ A ìëì ,íéé÷ íéôøåîåîåää úøãâäá (i) éôì .á
íéé÷ B ìò úåäæä ñçé àåä ≈B -å A ìò úåäæä ñçé àåä ≈A -ù ïååéëî .≈A (a1, a2) = T

.úéëøò ãç ãç àéä H äéö÷ðåôäù øîåà äæå ,H(a1) = H(a2) ííà a1 = a2 -ù
s éäúå B-ì A-î íæéôøåîåîåä H éäé ,L äôùì íéðáî B-å A åéäé .íæéôøåîåîåää èôùî .â
x äðúùî ìëì H(s)(x) = H(s(x)) é"ò äðåúðä B-ì äîùää úà H(s)-á ïîñð .A-ì äîùä

.L ìù
B(t)[H(s)] = H(A(t)[s]) L-á t íöò íù ìëì (i)

.(B-á íä ïåéååùä ìù íéôâàä éðùå A-á àåäù A(t)[s]) ìò ìòôåî H ïàë)
B(φ)[H(s)] = A(φ)[s] L-á φ äçñåð ìëì (ii)

.(íäéìò H úà ìéòôäì øùôà éàå úîà éëøò íä ïåéååéùä éôâà éðù ïàë)
B(φ) = A(φ) L-á φ ÷åñô ìëì ,ãçåéîáå

.
.øúàá 'è ÷øôá 9.39 íæéôøåîåæéàä èôùî úçëåäì ääæ äæ èôùî úçëåä

èôùîä úà øîåìë ,íé÷åñôä áéùçú ìù úîàä úåçåì úðéçáî úåîìùä èôùî úà çëåäå çñð .444
.íéàúî øù÷ ùé úîà çåì ìëìù

.íù úàöîð åìù äçëåääå ñøå÷ä øôñá 4.19 èôùî àåä úîàä úåçåì úðéçáî úåîìùä èôùî


